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Sage is an open source software for computer algebra and numerical computation. The
aim of the Sage project is to create a viable free open source alternative to Magma, Maple,
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の場合は，実は Windows 上で Linux を起動できるようにする仮想化ソフト（例えば，
























iwao@octa : ~ $ . / sage  4.6/ sage
                                                                  
j Sage Vers ion 4 . 6 , Re lease Date : 2010 10 30 j
j Type notebook ( ) f o r the GUI , and l i c e n s e ( ) f o r in fo rmat ion . j
                                                                  




















































2GNU General Public License, Versin 2, http://www.gnu.org/licenses/gpl-2.0.html
3http://www.opensource.org の意味での．

































5Sageで使われている Pythonは 2.6系列である．Pythonのバージョン 2系列は，2.7系列で終了となり，
開発の主力はバージョン 3に移行する．Sageも，いずれは Python 3系列へ移行するはずだが，時期など
は明確になっていない．
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sage : a = 1 # ass i gn 1 to a v a r i a b l e a .
sage : i f a==1:
. . . . : print """a is 1"""
. . . . : else :
. . . . : print """a is not 1"""




sage : i f a==1:
. . . . : print """a is 1""" # miss ing tab causes an error .
                                                            
Indentat ionError : expected an indented block (< ipython conso le >,





リスト 4. 配列と for文
sage : a = [ 'one' , 'two' , 'three' ]
sage : for x in a :









リスト 5. 辞書と for文
sage : d=f'one' : 1 , 'two' : 2 , 'three' : 3g
sage : d . keys ( ) # the l i s t o f keys
[ 'three' , 'two' , 'one' ]
sage : d . va lue s ( ) # the l i s t o f va l u e s
[ 3 , 2 , 1 ]
sage : for k in d . i t e r k e y s ( ) :
. . . . : print d [ k ] ,
3 2 1






sage : for x in range ( 1 0 ) :
print x , # note t ha t t r a i l i n g ` , '
. . . . :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
始点やステップを指定することももちろんできる：
リスト 7. 1から 3飛びで
sage : for x in range ( 1 , 1 0 , 3 ) :
print x ,






sage : [ x^2 for x in range ( 1 0 ) ] # square o f 0 , 1 , . . . , 9 .
[ 0 , 1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 36 , 49 , 64 , 81 ]
sage : sum ( [ x^2 for x in range ( 1 0 ) ] )
285
関数定義は次のようにする．doubleが関数名，xがパラメタである：
リスト 9. 関数定義の例：引数を 2倍する関数
sage : def double ( x ) :
. . . . : return 2x
. . . . :









リスト 10. 5番目の Fermat数の素因数分解





sage : R.<x> = PolynomialRing (QQ) ; R







sage : f = 2x^2+3x+1; f
2x^2 + 3x + 1
sage : f a c t o r ? # ヘルプの出力略
sage : f a c t o r ( f ) # polynomial f a c t o r i z a t i o n
(2 )  ( x + 1/2)  ( x + 1)




リスト 12. 7進体上の 1変数多項式の計算
sage : Q7 = Qp(7) ; Q7 # the f i e l d o f p ad ic numbers , here p = 7
7 ad ic F i e ld with capped r e l a t i v e p r e c i s i o n 20
sage : S.<x>=Q7 [ ] ; S
Univar ia te Polynomial Ring in x over 7 ad ic F i e ld with capped
r e l a t i v e p r e c i s i o n 20
sage : f 7=S( f ) ; f 7 # conver s i on from QQ[ x ] to Q7 [ x ]
(2 + O(7^20) ) x^2 + (3 + O(7^20) ) x + (1 + O(7^20) )
sage : f a c t o r ( f 7 )
6クラスの名前は，いわゆる CamelCase（大文字小文字の切り替えで単語を分かつ書き方）をする．
7クラス PolynomialRingのオブジェクト fに，メッセージ（もしくはオブジェクトメソッドとも言う）factor
を送る，という事．オブジェクトメソッドは小文字で，単語を分かつにはアンダースコア ` ' を用いる．
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(2 + O(7^20) )  ( (1 + O(7^20) ) x + (1 + O(7^20) ) )  ( (1 + O(7^20) ) x
+ (4 + 37 + 37^2 + 37^3 + 37^4 + 37^5 + 37^6 + 37^7 +
37^8 + 37^9 + 37^10 + 37^11 + 37^12 + 37^13 + 37^14 +
37^15 + 37^16 + 37^17 + 37^18 + 37^19 + O(7^20) ) )
3つ目の入力は，有理数係数の多項式を，Q7係数の多項式へ明示的に変換している（4節
を参照）．7進数体の元は，7の冪が 20までの近似値として表されている（指定して変え
ることもできる）．第 3項の定数項は 1=2の 7進展開である．
有限体の例を見てみよう．105の次の最初の素数を pとして，p元体を F とし，その原
始根 b = 2を求め，bについての 3 (mod p)の離散対数を求めている．また，p2元体を定
義するのも簡単である．：
リスト 13. 有限体の計算例
sage : p = next pr ime (10^5 ) ; p # the prime next to 10^5
100003
sage : F = F in i t eF i e l d (p ) ; F # the f i n i t e f i e l d o f p e lements
F in i t e F i e ld o f s i z e 100003
sage : b=F. mu l t i p l i c a t i v e g e n e r a t o r ( ) ; b # a pr im i t i v e root mod p
2
sage : F ( 3 ) . l og (b) # the d i s c r e t e l og o f 3 w. r . t . b
86449
sage : FF.<a> = F in i t eF i e l d (p ^2 ) ; FF








sage : kk.<d>=Quadrat icFie ld ( 974) ; kk
Number F i e ld in d with d e f i n i n g polynomial x^2 + 974
sage : kk . c lass number ( )
36
sage : C=kk . c l a s s g r oup ( ) ; C
Class group o f order 36 with s t r u c tu r e C12 x C3 o f Number F i e ld in
d with d e f i n i n g polynomial x^2 + 974
sage : C. e l emen t a r y d i v i s o r s ( )
[ 3 , 12 ]
sage : F.<d>=Quadrat icFie ld (199) ; F # a r e a l quadrat i c f i e l d
Number F i e ld in d with d e f i n i n g polynomial x^2   199
sage : F . c lass number ( ) # i t s c l a s s number
1
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sage : F . un i t s ( ) # i t s un i t group (non fundamental ?)
[1153080099d   16266196520]
sage : e = F. un i t s ( ) [ 0 ] ; e
1153080099d   16266196520
sage :  1/e # fundamental
1153080099d + 16266196520






sage : k=CyclotomicFie ld ( 7 ) ; k
Cyclotomic F i e ld o f order 7 and degree 6
sage : p r i n t k . c lass number ( ) , k . un i t s ( )
1 [ zeta7 ^5 + zeta7 , zeta7 ^4 + zeta7 ^3 + 1 ]
sage : k . s u b f i e l d s ( ) # 結果略
更に，Galois群や素数の分解，分岐理論などを確認してみよう：
リスト 16. 円分体の計算例（続)
sage : G=k . ga l o i s g r oup ( ) ; G
Galo i s group o f Cyclotomic F i e ld o f order 7 and degree 6
sage : p2=k . prime above (2 ) ; p2
Frac t i ona l i d e a l ( zeta7 ^5   zeta7 ^3   zeta7 ^2)
sage : Z=p2 . decompos i t ion group ( ) ; Z
Subgroup [ ( ) , ( 1 , 3 , 4 ) ( 2 , 5 , 6 ) , ( 1 , 4 , 3 ) ( 2 , 6 , 5 ) ] o f Ga lo i s group o f
Cyclotomic F i e ld o f order 7 and degree 6
sage : Z . f i x e d f i e l d ( )
(Number F i e ld in zeta70 with d e f i n i n g polynomial x^2 + x + 2 , Ring
morphism :
From : Number F i e ld in zeta70 with d e f i n i n g polynomial x^2 + x +
2
To : Cyclotomic F i e ld o f order 7 and degree 6
Defn : zeta70 j  > zeta7 ^4 + zeta7 ^2 + zeta7 )
sage : s=p2 . ar t in symbo l ( ) ; s
( 1 , 3 , 4 ) ( 2 , 5 , 6 )
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仮説に基づいた計算を行いたい場合，引数として明示的に'proof=False'を指定する：
リスト 17. proof=Falseを指定．







sage : from sage . misc . c i t a t i o n import get sys tems
sage : ge t sys tems ( 'k.subfields()' )
[ 'PARI' , 'MPFI' , 'FLINT' , 'MPFR' , 'GMP' , 'NTL' ]
リスト 15の中の部分体を列挙する計算で，Pari-gp ［14］, MPFI ［8］, Flint ［11］,
MPFR ［10］, GMP ［6］, NTL ［15］が使われていることが分かる．
有理数体上の楕円曲線の例を少し見ておこう：
リスト 19. 有理数体上の楕円曲線の計算例
sage : E = El l i p t i cCurve ([ 82 , 0 ] ) ; E # i f on ly 2 arg ' s a , b are
given , then i t means y^2 = x^3 + ax + b .
E l l i p t i c Curve de f ined by y^2 = x^3   82x over Rat iona l F i e ld
sage : E . d i s c r im inant ( ) . f a c t o r ( ) # good red . ou t s i d e 2 , 41.
2^9  41^3
sage : E . gens ( ) # genera tor o f r a t i o n a l po in t s .
[( 9 : 3 : 1) , ( 8 : 12 : 1) , ( 1 : 9 : 1) ]
sage : E . has cm ( ) # t h i s i s a CM e l l i p t i c curve .
True
sage : L=E. l s e r i e s ( ) ; L
Complex L s e r i e s o f the E l l i p t i c Curve de f ined by y^2 = x^3   82x
over Rat iona l F i e ld
sage : L . t a y l o r s e r i e s ( )
(1 .19494180422039 e 22)z + ( 4.86468940989224 e 22)z ^2 +
17.7891345770978 z ^3   72.4207775497614 z ^4 +
161.461585497778 z ^5 + O( z ^6)

















ここで，wは p分体内の 1のべき根の個数なので 2p, QはHasseの単数指数でこの場合 1
であることが知られている．積は導手 pの奇なDirichlet 指標 を渡り，B1;は に付随






sage : DG=Dir ich letGroup (23) ;
sage : ch i=DG. gen ( ) # a genera tor
sage : ch i
D i r i c h l e t cha rac t e r modulo 23 o f conductor 23 mapping 5 j  >
zeta22
sage : ch i . b e r n ou l l i ( 1 ) # the 1 s t Be rnou l l i number
 6/23 zeta22 ^9 + 14/23 zeta22 ^8 + 6/23 zeta22 ^7   2/23 zeta22 ^6 +
12/23 zeta22 ^5   10/23 zeta22 ^4   8/23 zeta22 ^3   14/23 zeta22
^2   18/23 zeta22   16/23
sage : ch i . gauss sum ( ) # 結果略





sage : def hpminus ana lyt i c (p) :
. . . . : DG = Dir ich letGroup (p)
. . . . : ch i = DG. gens ( ) [ 0 ]
. . . . : return 2pprod ( [ (( ch i ) ^(2k+1) ) . b e r n ou l l i ( 1 ) /2 for k
in range ( 0 , ( p 1)/2) ] )
. . . . :
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リスト 22. n分体の相対類数．relativeclassno.sageとして保存．
def hnminus ana lyt i c (n) :
r"""
    This function computes the relative class number of an
    n-th cyclotomic field by the analytic class number formula.
    """
w = CyclotomicFie ld (n) . z e t a o rd e r ( )




DG = Dir ich letGroup (n)
return wQprod( ( ch i . b e r n ou l l i ( 1 ) ) /2 for ch i in DG i f ch i .


















sage : pandhpm=[(p , hpminus ana lyt i c (p) ) for p in primes (20 ,100) ] ;






sage : db save ( pandhpmandfactor , 'pandhpmandfactor' ) # save








sage : E2012=E l l i p t i cCurve ( [  2012^2 ,0 ] ) ; E2012
E l l i p t i c Curve de f ined by y^2 = x^3   4048144x over Rat iona l F i e ld
sage : Emw=E2012 .mwrank( opt ions='-b 15' ) ; Emw # 出力略










sage : Q41.<a>=Quadrat icFie ld (41) ;
sage : eps = UnitGroup (Q41) . fundamenta l un i t s ( ) [ 0 ] ;
sage : E = El l i p t i cCurve (Q41 , [ 0 , 1728 eps ] ) ; E
E l l i p t i c Curve de f ined by y^2 = x^3 + (8640 a+55296) over Number
F i e ld in a with d e f i n i n g polynomial x^2   41
sage : dscnt = E. s imon two descent ( verbose=1) ; dscnt # 出力略
sage : E( dscnt [ 2 ] [ 0 ] )
( 377788/93025a   1952448/93025 :  205379776/28372625a  
1032512096/28372625 : 1)
sage : E . rank ( )
2
sage : E . gens ( )
[( 377788/93025a   1952448/93025 :  205379776/28372625a  
1032512096/28372625 : 1) ]
sage : E(Q41)
Abel ian group o f po in t s on E l l i p t i c Curve de f ined by y^2 = x^3 +
(8640 a+55296) over Number F i e ld in a with d e f i n i n g polynomial
x^2   41
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のプログラム ell.gp ［16］のバグが原因であった．ell.gpは Pari-gpでかかれた独立










sage : op t i ona l package s ( ) # 出力略







sage : c=CremonaDatabase ( ) ; c
Cremona database o f e l l i p t i c curves
sage : E11=c . a l l c u r v e s (11) ; E11
f ' a1 ' : [ [ 0 ,  1, 1 ,  10,  20] , 0 , 5 ] , ' a3 ' : [ [ 0 ,  1, 1 , 0 , 0 ] , 0 ,
5 ] , ' a2 ' : [ [ 0 ,  1, 1 ,  7820 ,  263580] , 0 , 1 ]g
Cremona の表の他にも，J. Jones による分岐を制限した代数体（6 次以下）の表や，
OdlyzkoのRiemann zeta関数の零点の表，SloaneのOEISへのインターフェースなどが
用意されている．








リスト 29. Categories of ZZ
sage : ZZ . c a t e g o r i e s ( )
[ Category o f euc l i d ean domains , Category o f p r i n c i p a l i d e a l
domains , Category o f gcd domains , Category o f i n t e g r a l domains
, Category o f commutative r ings , Category o f domains , Category
o f r ings , Category o f rngs , Category o f commutative add i t i v e
groups , Category o f semir ings , Category o f commutative
add i t i v e monoids , Category o f commutative add i t i v e semigroups ,
Category o f add i t i v e magmas , Category o f monoids , Category o f
semigroups , Category o f magmas , Category o f s e t s , Category o f
s e t s with p a r t i a l maps , Category o f ob j e c t s ]




例えば，整数 1と有理数 1=2の和は，当然有理数体の元 3=2として定まるべきである．






リスト 30. Category of 1, 1=2
sage : 1 . category ( )
Category o f e lements o f In t eg e r Ring
sage : 1 . category ( )==ZZ # caut ion !
Fa l se
sage : (1/2) . category ( )
Category o f e lements o f Rat iona l F i e ld
sage : (1+1/2) . category ( )
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sage : 1 . parent ( )
In t eg e r Ring
sage : ( 1 / 2 ) . parent ( )
Rat iona l F i e ld
sage : (1+1/2). parent ( )




リスト 32. x+ (1=2)の例
sage : R.<x> = ZZ [ ] ;
sage : x . parent ( )
Univar ia te Polynomial Ring in x over In t eg e r Ring
sage : ( 1 / 2 ) . parent ( )
Rat iona l F i e ld
sage : ( x+1/2). parent ( )
Univar ia te Polynomial Ring in x over Rat iona l F i e ld
この時に Sageの内部で行われる処理は，大体次のようになる．まず xと 1=2の Parent
達 Rと有理数体に対して，それがどのように構成されたものかを調べる：
リスト 33. Parent達の構成を調べる
sage : R. con s t ru c t i on ( )
( Poly [ x ] , I n t e g e r Ring )
sage : QQ. con s t ru c t i on ( )






sage : cm=sage . s t r u c tu r e . element . g e t coe r c i on mode l ( )
sage : cm. d i s c o v e r c o e r c i o n (R, QQ)
( Conversion map :
From : Univar ia te Polynomial Ring in x over In t eg e r Ring
To : Univar ia te Polynomial Ring in x over Rat iona l Fie ld ,
Polynomial base i n j e c t i o n morphism :
From : Rat iona l F i e ld









リスト 35. 10=2の Parentは？
sage : ( 1 0/2 ) . parent ( )
























テムを置き換えうる free なソフトウェア Sageを，特に数論の研究に使う，という観点か
ら紹介した．拙文をきっかけに，国内からも Sageへの貢献が現れれば望外の喜びである．
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